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� � 用解析法可以得到正三角形的一个优美定值如下:

定理1� 若正三角形的边长为 a,以其中心为圆心

的圆半径为 r,则该圆上任意一点与该正三角形各顶点

连线段长度的平方和及四次方和均是定值.
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证明 � 设正 �ABC的中心
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故PA 2 + PB2 + PC2 = 3r2 + a2 (定值) .

类似地,计算可知

PA 4+ PB4+ PC4 = 3( r 2+
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a4+ 4a2 r2(定值) .

特别地,若此圆为正三角形的外接圆,则 r =
3
3
a;

若此圆为正三角形的内切圆,则 r = 3
6
a,因此有:

推论 1.1� 若正三角形ABC 的边长为 a, P是其处

接圆上任意一点,则PA 2+ PB2+ PC2 = 2a2 ,PA 4+ PB4

+ PC4 = 2a4 .

推论 1.2� 若正三角形ABC 的边长为 a, P是其内

切圆上任意一点,则PA 2+ PB 2+ PC2 =
5
4
a2,

图 2

PA 4+ PB4+ PC4 = 11
16

a4.

正三角形有以上优美定

值,类比到正四面体是否有类

似的定值呢?

定理 2� 若正四面体的
棱长为 a,以其中心为球心的

球半径为 R, 则该球上任意一

点与该正四面体各顶点连线

段长度的平方和及四次方和

均是定值.

证明 � 将正四面体内接于一个正方体,其中心O即

为此正方体中心,如图 2所示,以 O为原点,以平行于正

方体各表面的平面为坐标平面建立空间直角坐标系,则
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设P(Rcos�sin�,Rcos�cos�, Rsin�) ,则
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故PA 2 + PB2 + PC2+ PD 2 = 4R2 + 3
2
a2 (定值) .

类似地,计算可得

PA 4 + PB4+ PC4 + PD 4 = 4(R2 + 3
8
a2 )2 + 4 �
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a4+ 5R2a2(定值) .

特别地,若此球为正四面体的外接球,则 R =
6
4
a;

若此球为正四面体的内切球,则R =
6
12

a.因此有:

推论2. 1� 若正四面体ABCD的棱长为a, P是其外

接球上任意一点,则PA 2+ PB2+ PC2+ PD2 = 3a2, PA 4

+ PB4+ PC4 + PD 4 = 3a4.

推论2. 2� 若正四面体ABCD 的棱长为a, p是其内

切球上任意一点,则PA 2+ PB2 + PC2 + PD2 =
5
3
a2,

PA 4+ PB4+ PC4 + PD 4 =
7
9
a4.
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