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新竹縣立湖口高中 115 年 第 2 次正式教師甄選 

數學科 試題卷 

 

(請考生自填) 准考證號碼：          姓名：       

一、填充題(1 格 4分，共 80 分) 

1. 已知實數 𝛼, 𝛽, 𝛾 為方程式 𝑥3 − 3𝑥 + 1 = 0 的三個根。求 𝛼4 + 𝛽4 + 𝛾4 的值為 ________。 

 

 

 

 

2. 設三階方陣𝐴 = [
1 1 1
0 1 1
0 0 1

]，若𝐵 = 𝐴 + 𝐴2 + 𝐴3 + ⋯ + 𝐴100 = [

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

]，試求𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 +

𝑓 + 𝑔 + ℎ + 𝑖為_____________。 

 

 

 

 

3. 若可微函數 𝑓(𝑥) 滿足 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
2

0
 ，求 𝑓(𝑥) = ________。 

 

 

 

 

4. 已知兩直線𝐿1：
𝑥−1

1
=

𝑦+1

2
=

𝑧−2

𝑎
, 𝐿2：

𝑥+1

1
=

𝑦−2

1
=

𝑧+1

−1
，若𝐿1, 𝐿2的最近距離為

5√6

6
，試求𝑎之值為何？ 

 

 

 

 

 

5. 在 △ 𝐴𝐵𝐶 中，三邊長為 𝐴𝐵 = 13, 𝐵𝐶 = 14, 𝐶𝐴 = 15。現有一個半圓內接於 △ 𝐴𝐵𝐶 中，其直徑落

在 𝐵𝐶 邊上，且半圓的弧與 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 兩邊皆相切。求此半圓的半徑 𝑟 為 ________。 
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6. 求下列極限值： ________。 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝒏 + 𝟏)𝟑 + (𝒏 + 𝟐)𝟑 + (𝒏 + 𝟑)𝟑 + ⋯ + (𝒏 + 𝟑𝒏)𝟑

𝒏𝟒
 

 

 

 

 

 

7. 求值：cos6 π

8
+ cos6 3π

8
+ cos6 5π

8
+ cos6 7π

8
=________。 

 

 

 

 

 

 

8. 試求
22

2

2 3
( 16 2026 )xx xe dx

−
− + 為何？ 

 

 

 

 

 

 

9. 求滿足方程式 
1

𝑥
+

1

𝑦
=

1

2026
 ，且 𝑥 ≤ 𝑦 的正整數數對 (𝑥, 𝑦) 共有________組。 

 

 

 

 

 

 

10. 在複數平面上的實數軸正向若有一點𝑧，若𝑧, 𝑧2(𝑐𝑜𝑠120° + 𝑖𝑠𝑖𝑛120°), 𝑧3(𝑐𝑜𝑠240° + 𝑖𝑠𝑖𝑛240°)的位置圍

成的三角形面積等於
√3(|z|3+2)

2(|z|−1)
，試求|z|值為何？ 
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11. 已知三次函數 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 的對稱中心落在直線 𝑦 = 2𝑥 − 1 上。若 𝑓(𝑥) 的圖形與直

線 𝑦 = 2𝑥 − 1 有三個相異交點，求實數 𝑝 的範圍 ________。 

 

 

 

 

 

12. 已知實變數函數 𝑓(𝑥) =
𝑥2+𝑥+1

𝑥2−𝑥+1
，若此函數在 𝑥 ∈ ℝ 時的最大值為 𝑀 ，最小值為 𝑚 ，求 𝑀 − 𝑚 

之值 ________。 

 

 

 

 

 

13. 一密室逃脫遊戲的房間內有三扇門： 

• 一號門：走 5 分鐘 後會回到原房間。 

• 二號門：走 3 分鐘 後會回到原房間。 

• 三號門：走 2 分鐘 後可以順利逃出迷宮。 

每次進入房間玩家須擲一公正骰子決定走哪一扇門，若擲出奇數點則走一號門，若擲出 2點或 4 點

則走二號門，其餘點數則走三號門，請問此時逃出這個迷宮的期望時間是多少分鐘？ ________。 

 

 

 

 

 

14. 已知 𝑧 +
1

𝑧
= 2 cos 15°，求 𝑧2026 +

1

𝑧2026
 的值 ________。 

 

 

 

 

 

15. 設𝑥為實數，試求y = 𝑙𝑜𝑔3 |
(

4−√3

2
)𝑥2−√3𝑥

𝑥2+𝑥+1
|的範圍為何？   
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16. 學校長廊上有 100 扇初始狀態皆為「關閉」的置物櫃門，編號從 1 到 100。現在有 100 位同學排

成一列，準備依序走過長廊執行以下動作： 

• 第 1 位同學走過去，將所有編號為 1 的倍數的門改變狀態（打開）。 

• 第 2 位同學走過去，將所有編號為 2 的倍數的門改變狀態（打開的關上，關上的打開）。 

• 第 3 位同學走過去，將所有編號為 3 的倍數的門改變狀態。 

• 依此類推，第 𝒏 位同學會將所有編號為 𝒏 的倍數的門改變狀態。 

最後檢查時發現，第 9 位同學非常調皮。他經過所有「9 的倍數」的門時，並沒有乖乖只拍一次，而

是連續拍了「兩次」（也就是快速地開再關，或是關再開）。其他的同學則都完全遵守原本的規則。

問題： 最後長廊上到底有幾扇門是呈現「打開」的狀態？ ________。 

 

 

 

 

 

 

17. 有一座 10 階的樓梯，每次可以選擇跨 1 階或跨 2 階。為確保安全，規定「不能連續兩次都跨 2 

階」。請問共有 ________ 種不同的上樓方法。 

 

 

 

 

 

 

18. 方程式 √𝑥 + 3 − 4√𝑥 − 1 + √𝑥 + 8 − 6√𝑥 − 1 = 1 的實數解為 ________。 

 

 

 

 

 

 

19. 已知實數 𝑎 > 1, 𝑘 > 0。直線 𝐿: 𝑥 + 𝑦 = 𝑘 分別與 𝑦 = 𝑎𝑥 及 𝑦 = log𝑎 𝑥 的圖形交於 𝑃, 𝑄 兩點。

設 𝑂 為原點，若線段 𝑃𝑄 = 4√2，且 △ 𝑂𝑃𝑄 面積為 12，求 𝑎, 𝑘 之值。 ________。 
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20. 已知
𝜋

2
≤ 𝑥 ≤

3π

4
，若𝑓(𝑥) =

2 sin 𝑥+2 cos 𝑥+4

sin 𝑥+cos 𝑥+1
，試求𝑓(𝑥)的範圍為_____________。 

 

 

 

 

 

 

 

二、計算證明題(共 20 分) 

1. 若𝑋~𝐵(𝑛, 𝑝)，則𝐸(𝑋3)為何？請寫成𝑎3𝑝3 + 𝑎2𝑝2 + 𝑎1𝑝 + 𝑎0的形式。 

(可利用已知條件𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝, 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)進行計算) (10 分) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 證明：若𝑝為奇質數，已知一個「整數數列」𝐿𝑛 = (
1+√5 

2
)

n

+ (
1−√5 

2
)

n

, 𝑛為正整數。 

試證明(
1+√5 

2
)

p

+ (
1−√5 

2
)

p

除以𝑝之餘數為 1。 

(可利用 Lucas 定理：若𝑝為質數且0 < 𝑘 < p、𝑘為正整數，組合數C𝑘
𝑝
為𝑝的倍數。) (10 分) 

 


