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※請標明題號，並於答案卷上作答；計算題需寫出過程。 

 

一、填充題（每格 7分，共 70分） 

1. 設𝑎, 𝑏為實數，𝑖 = √−1，則滿足(𝑎 + 𝑏𝑖)2025 = 𝑎 − 𝑏𝑖的數對(𝑎, 𝑏)有          組。 

2. 袋中有4顆黑球、3顆白球、2顆紅球，每球被取到的機率均等。現從袋中取出球，一次取一球且取後不放回，則紅

球先被取完的機率為          。 

3. 在∆𝐴𝐵𝐶中，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 7，sin(∠𝐵 + ∠𝐶) =
√15

4
，若𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐸̅̅ ̅̅ 分別是𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 上的高，則𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 之長為          。 

4. 複數數列{𝑧𝑛}之生成方式如下：投擲一枚公正硬幣，若出現正面，則𝑧𝑛 = 2𝑧𝑛−1；；若出現面面，則𝑧𝑛 = 𝑖𝑧𝑛−1；，中中

𝑖 = √−1。若給定𝑧0 = 1，則𝑧5 = 2的機率為          。 

5. 已知函數𝑓(𝑥)滿足𝑓 (
𝑥−3

𝑥+1
) + 𝑓 (

3+𝑥

1−𝑥
) = 𝑥，中中𝑥2 ≠ 1，則𝑓(2)之值為          。 

6. 平面上，𝑂為原點，橢圓
𝑥2

2
+

𝑦2

3
= 1上有一動點𝑃；。過𝑃對圓𝑥2 + 𝑦2 = 1作切線，設切點為𝑄1；、𝑄2；，則四形 𝑂𝑄1𝑃𝑄2

的面積最大值為          。 

7. 空間坐標系中有一個球面𝑆；，中球為為𝑂(0,0,0)；、徑為為1；。球面上有相異三點𝐴, 𝐵, 𝐶 成正三角 ，已知𝐴(1,0,0)；、

𝐵(𝑎, √1 − 𝑎2, 0)，則𝑎的取值範圍為          。 

8. 求方程式𝑥2026 − 𝑥2024 − 𝑥2022 − ⋯− 𝑥2 − 2 = 0的所有實根之平方和為          。 

9. 有一光源從拋物線𝑦 = 𝑥2上、位於第一象限的點𝑃處，發射一束雷射光射向焦點𝐹，光束經對稱軸面射後，碰到拋

物線上的另一點𝑄。設𝑃𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑎、𝑄𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑏，則𝑎 + 4𝑏的最小值為          。 

10. 平面上有一個∆𝑂𝐴𝐵；，中中𝑀,𝑁是𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 上的三等分角點；，即𝜃 = ∠𝐴𝑂𝑀 = ∠𝑀𝑂𝑁 = ∠𝑁𝑂𝐵 =
1

3
∠𝐴𝑂𝐵；。若積積之連比

(𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑): (𝑂𝑀⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ∙ 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑): (𝑂𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑) = 1: 2: 3，則𝑐𝑜𝑠𝜃之值為          。 

 

二、計算題（每題 15分，共 30分） 

1. 設𝑛為正整數且𝑛 ≥ 2，𝑎為實數，函數𝑓(𝑥) = 𝑛 ∙ 𝑙𝑛𝑥與𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥𝑛的圖 相切於點𝑃，請回答下列問題： 

(1) 求實數𝑎之值。 

(2) 令𝑆𝑛表示由𝑓(𝑥)、𝑔(𝑥)的圖 與𝑥軸所圍成的封閉區域面積，請以𝑛的 式表示𝑆𝑛。 

(3) 求 lim
𝑛→∞

𝑆𝑛之值。 

2. 設𝑛為正整數，現以𝑑(𝑛)表示𝑛的正因數個數，並令𝑓(𝑛) =
𝑑(𝑛)

√𝑛
；。例來說，，15的正因數有1,3,5,15；， 𝑑(15) = 4；，

𝑓(15) =
4

√15
。請回答下列問題： 

(1) 若質數𝑝與正整數𝑘滿足𝑓(𝑝𝑘) ≤ 𝑓(𝑝𝑘+1)，求滿足條件的數對(𝑝, 𝑘)。 

(2) 求𝑓(𝑛)的最大值，以及此時的𝑛值。 


